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BESVARELSE AF OPGAVERNE

Alle spgrgsmal skal besvares med et entydigt resultat, som skal angives med understregning sidst i hver
besvarelse. Besvarelsen skal altid underbygges med relevante betragtninger og/eller beregninger. Det skal
klart fremga hvilke teorier og formler der tages udgangspunkt i, og alle relevante mellemregninger skal
medtages.
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(OLI-Z\WVWAN Plankegulv

En virksomhed producerer gulvplanker, som i gennemsnit skal veere omkring 2 500 mm lange. Helt specifikt
er det kraevet at gennemsnittet ligger mellem 2499 mm og 2501 mm. Det gor ikke sa meget at der er en vis
variation i leengden, sé leenge den gennemsnitlige leengde er korrekt.

Vearkfgreren har opmalt n = 100 planker og beregnet deres gennemsnitlige leengde til m, = 2497 mm.
Variansen af milingerne er beregnet til s2 = 235.

Spgrgsmal A.1: Beregn udfra veerkfgrerens maling et 95% konfidensinterval for plankernes gennemsnitlige
leengde. Angiv resultatet som m =+ e.

Svar A.1: Intervallet beregnes som

Sy

N

my £ 1.96 -

V235
=2497£1.96 - — = 2497 £ 3.00
/100

Spgrgsmal A.2: Den laveste acceptable gennemsnitlige leengde, x = 2499, er indeholdt i konfidensintervallet.
Er det hermed statistisk set pavist at kravene til plankernes gennemsnitslaeengde er opfyldt?

Svar A.2: Nej. Konfidensintervallet viser kun at det ikke kan afvises at kravene er opfyldt. Det er statistisk
pavist, at den gennemsnitlige leengde ligger inden for intervallet, men intervallet indeholder fx. ogsa den
malte gennnemsnitlige leengde z = 2497 som ikke er acceptabel.

Spgrgsmal A.3: Vearkfgreren vil gerne fgle sig mere sikker, og kunne derfor godt teenke sig et smallere
konfidensinterval med bredden +0.3 mm. Hvilken stikprove-stgrrelse vil du anbefale? (Afrund til hele
tusinder.)

Svar A.3: Den ngdvendige stikprgve-stgrrelse kan beregnes som

285

53z ~ 10000

2
n=1.96°2% — 1.962
&

P& baggrund af en passende stor stikprgve beregner vaerkfgreren et nyt konfidensinterval til 2 500.2+0.25,
hvilket overbeviser vaerkfgreren om at produktionen overholder kravene.

Spgrgsmal A.4: Plankerne pakkes i kasser med n = 100 styk, og der vil naturligvis veere en vis variation
mellem kasserne. Ud fra de oplysninger vi har til rddighed, hvor stor en varians forventer du der cirka vil
veere mellem den gennemsnitlige plankeleengde i de forskellige pakker?

Svar A.4: Variansen af den gennemsnitlige leengde i en kasse med 100 styk svarer til standard fejlen
(standard error of the mean) i en stikprgve med stgrrelse 100. Den eneste oplysning vi har om variansen af
plankelzengden er fra den fgrste stikprgve, hvor s2 = 235 er angivet. (Vi kan ikke beregne variansen ud fra
veerkforerens konfidensinterval, da vi ikke kender stgrrelsen af den nye stikprgve.) Herfra kan variansen af
den gennemsnitlige plankelzengde i en kasse med 100 planker beregnes som
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(O -cIVWl Salgstal

Figuren nedenfor til venstre viser méanedlige salgstal (y) for en virksomhed som funktion af virksomhedens
alder (x). Der er i alt n = 120 datapunkter.
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Da der er en ikke-linezer ssmmenhaeng mellem x og y, overvejer vi at modellere data med en lineser regression
pé fglgende form:

f(@) = wo +wy - x4+ wy - 2% + w3 - 2

Vi kan fitte den linezre regressionsmodel (dvs. bestemme parametrene) ved at lgse et linegert ligningssystem.

Spgrgsmal B.1: Hvor mange ligninger med hvor mange ubekendte skal lgses?

Svar B.1: Da vores model har fire parametre, skal vi lgse fire ligninger med fire ubekendte.

Alternativt overvejer vi at fitte et neuralt netvaerk med folgende (ikke feerdiggjorte) PyTorch kode. Det
neurale netvaerk skal have ét skjult lag med 10 neuroner som anvender en ReLLU aktiveringsfunktion, samt
et linezert output-lag.

import torch

K =10

net = torch.nn.Sequential(
7,
torch.nn.ReLU(Q),
torch.nn.Linear (X, 1)
)

opt = torch.optim.Adam(net.parameters(), 1lr=0.1)

loss = torch.nn.MSELoss()

Spgrgsmal B.2: Hvad skal der sta i koden, der hvor der er et rgdt spgrgsmalstegn?

Svar B.2: Spgrgsmalstegnet star hvor vi skal angive det linesere input-lag. Da vi har ét input og 10 skjulte
neuroner, skal der std torch.nn.Linear (1, K)

Virksomhedens salgschef har fundet ud af at fglgende regressionsmodel passer godt til data.
2w+1
2(1

flz) =4+

Spgrgsmal B.3: Bestem ud fra grafen af salgschefens model en veerdi for parameteren a.
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Svar B.3: Ud fra figuren kan vi aflaese veerdien f(10) = 20 som vi kan indseette i udtrykket og lgse for a.

210+1 210+1

9 & log, =7

20=14 =
0 + 20 -4

Vi gnsker at omskrive salgschefens regressionsformel pa standard form:

f(z) = wo + w1 - (z)

hvor ¢(z) er en ikke-lineser funktion af x.

Spgrgsmal B.4: Hvilken simpel funktion ¢(z) kan vi veelge, siledes at regressionsmodellen kan skrives pa
standard form?

Svar B.4: Hvis vi samler alle konstanter i andet led i regressionsmodellen, kan vi fx. omskrive den som

230—}—1 2
g ~ga T T o)

hvor ¢(z) = 2%
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(O1:-C VMO Fairness i ansaxttelser

En stor virksomhed gennemgar de 10000 seneste ansggninger, for at undersgge om der er tegn pa at en
beskyttet gruppe bliver unfair behandlet. Tabellen nedenfor viser antallet af ansggere samt hvor mange der
er blevet ansat. Derudover er det ogsa undersggt hvor mange af de ansatte medarbejdere som efterfglgende
er blevet afskediget efter kort tid.

Ansggere Heraf ansat Heraf afskediget efter kort tid
Beskyttet gruppe 1250 250 30
Total 10000 2000 140

Forst ser vi pa hvor stor en andel der ansasettes blandt ansggerne i den beskyttede gruppe samt blandt
resten af ansggerne.

Spgrgsmal C.1: Er kriteriet demografisk paritet opfyldt?

Svar C.1: Andelen af ansatte i den beskyttede gruppe er 12%500 = 20% og i den resterende gruppe er andelen

ligeledes % = 20%. Vi ser deraf at kriteriet er opfyldt.

Efterfolgende kigger vi pa de ansaettelser som er “gaet galt” pa den made at den ansatte er blevet
afskediget inden for en kort periode (trejde sgjle i tabellen). Vi vil definere beslutningen om at anseaette en
kandidat som “korrekt”, safremt kandidaten ikke afskediges kort efter.

Spgrgsmal C.2: Er kriteriet equalized opportunity opfyldt?

Svar C.2: For at fa et bedre overblik, kan vi opstille en data-tabel som i kursus-noten.

Beskyttet gruppe Resterende kandidater
Ej ansat Ansat Ej ansat Ansat
Afskediget ? 30 ? 140-30=110
Ej afskediget ? 250-30=220 ? (2000-250)-110=1640
Total 1000 250 8000 2000-250=1 750

Vi bemearker at vi ikke har information om hvordan det ville veere gaet for de kandidater der ikke blev
ansat, sa disse felter i tabellen kan ikke udfyldes. Kriteriet equalized opportunity er givet ved

220 1640
_— = _— ) 4
(220 + 30 88%) (1640 + 110 ) %>

hvilket ikke er sandt. Vi ser deraf at kriteriet ikke er opfyldt.

Spgrgsmal C.3: Ud fra den opgivne information kan vi ikke vurdere om kriteriet equalized odds er opfyldt.
Hvilken yderligere viden skal vi have, for at kunne vurdere dette?

Svar C.3: Kriteriet “equalized odds” kraever at sandsynligheden for ikke at blive afskediget efter kort tid er
ens for de to grupper, bade blandt de der ansattes og de der ikke ansattes. Vi mangler informationen om
hvordan det ville veere gaet de kandidater som ikke blev ansat.

Spgrgsmal C.4: Hvilket af de tre fairness-kriterier er mest relevant, hvis man gnsker at sikre lige repraesen-
tation pa trods af, at en beskyttet gruppe maske gennemsnitligt set kan have bedre eller darligere kvalifika-
tioner?
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Svar C.4: Kriteriet demographic parity sikrer at sandsynligheden for beslutningen om ansattelse er ens for
alle beskyttede grupper, hvilket sikrer lige repraesentation.

I C .
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(OF:-cI\V-WBM Neuralt netvaerk

I det fglgende anvender vi et neuralt netveerk med ét input z, to skjulte lag med fem neuroner i hver,
samt ét output y. De skjulte neuroner anvender en hyperbolsk tangens (tanh) som aktiveringsfunktion.
Hver skjult/output neuron i netvaerket har et antal veegte (illustreret som forbindelser i figuren) samt en
bias-parameter (ikke illustreret i figuren).

Spgrgsmal D.1: Hvad er den maksimale veerdi, outputtet fra neuron h; kan antage?

Svar D.1: Neuronerne i de skjulte lag anvender som aktiveringsfunktion en hyperbolsk tangens, som er en
s-formet funktion som gar fra -1 til 1. Dermed kan outputtet fra neuron h; maksimalt veere 1.

Figurerne nedenfor viser modellen fittet til to forskellige traenings-datasaet med hhv. N = 10 og N = 100
observationer. I begge tilfeelde er veerdierne x1,...,xn jeevnt fordelt mellem 0 og 1, og y-veerdierne er
fremkommet som y, = cos(47x,) + €,, hvor €, er tilfeldig stoj med varians o2 = 0.5.
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Modellerne er fittet ved at minimere den kvadratiske fejl

N

L(0) =Y (yn — fol(zn))*,

n=1
hvor fg(x) betegner det neurale netvaerk med parametrene 8. Minimeringen er sket ved gradient-nedstigning:

0+t = 9 — . VL(OWD)

Spgrgsméal D.2: Giv et estimat af fejlen pa treeningsdatasaettet for Model 1.

Svar D.2: Det ses af figuren til venstre, at Model 1 fitter perfekt til datassettet. Deraf vurderes det at
treeningsfejlen er 0.

Spgrgsmal D.3: Hvad er dimensionaliteten af gradient-vektoren VL(8®") (hvor mange elementer har den)?
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Svar D.3: Dimensionaliteten af gradient-vektoren svarer til antallet af parametre i modellen. I fgrste skjulte
lag har hver neuron 1 input samt 1 bias. I andet lag har hver neuron 5 input samt 1 bias. I output-laget har
neuronen 5 input samt 1 bias. Det totale antal veegte, og dermed dimensionaliteten af gradient-vektoren, er
saledes 5-(14+1)+5-(5+1)+5+1=46.

1

i5- Giv et estimat af variansen

Spgrgsmal D.4: Variansen af de 10 x-veerdier som er anvendt i Model 1 er ca.
af de 100 z-veerdier som er anvendt i Model 2.

Svar D.4: Det er oplyst at x-veerdierne er jeevnt fordelt mellem 0 og 1 i begge tilfselde. Variansen er et mal
for den gennemsnitlige kvadratiske afvigelse fra middelveerdien, og afhaenger ikke af antallet af veerdier. Da
z-veerdierne er ens fordelt i de to tilfzelde, vil variansen ogsa veere ca. den samme, altsa ca. %

I D .
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(O1:-CI-W=l Reinforcement learning

Vi betragter et miljs som indeholder otte tilstande (states), A—H. I tilstand A er der tre mulige handlinger
(actions): at gi op, ned eller til hgjre. I de resterende syv tilstande er der kun én mulig handling: at ga til
hgjre. Pilene angiver de mulige transitioner mellem tilstandene, og tallene pa pilene angiver de tilhgrende
belgnninger (rewards). Hvis man fx. star i tilstand A og foretager handlingen op far belgnningen 4 og man

ender i tilstand B.
4-(B )-4-2(C)-4-»(D)-4
5-»(E -5-»(F }-5 0
6-»(G)-6

Spgrgsmal E.1: Hvis vi anvender en discount-factor v = 0, hvad er da veerdien af tilstand A?

Svar E.1: Vi anvender den rekursive definition af veerdien:
U(S) = HléiX(T(S, a)a v v(sl))
Nar vi indsaetter for de tre mulige actions fas

v(A) =max{4+0-v(B),54+0-v(E),6 +0-v(G)} = max{4,5,6} = 6.

I det fglgende anvender vi en discount-factor pa v = 0.9, og vi far at vide, at veerdien af tilstand H er
v(H) = 22.38.
Spgrgsmal E.2: Hvad er veerdien af tilstand D?
Svar E.2: Da der kun er en mulig action i tilstand D far vi fra definitionen af vaerdien fglgende:
v(D) =4+~ -v(H) =4+0.9-22.38 ~ 24.14.

Vi gnsker nu at finde den optimale policy ved hjlp af g-learning.

Spgrgsmal E.3: Nar man udelukkende medregner de mulige state-action par, hvor mange veerdier skal der
laeres i g-tabellen?

Svar E.3: Antallet af mulige state-action par svarer til antallet af pile i figuren. I g-tabellen skal vi dermed
leere 10 veerdier.

Vi veelger at initialisere alle veerdier i vores g-tabel med veerdien nul, og starter derefter g-learning
algoritmen.

Spgrgsmal E.4: Efter at have observeret fglgende sekvens af states og rewards: Ai>Bi>Ci>Di>H£>A$B,
hvorledes vil ¢(A, op) samlet set blive opdateret (dvs. g-veerdien for handlingen op i tilstanden A)?

Svar E.4: Vi benytter den generelle formel for opdateringen af g-veerdien:

q(s,a) =r(s,a) + 7 max (q(s',a")

Da transitionen A-5B observeres 2 gange, vil (A, op) blive opdateret to gange. Forste gang fas folgende
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opdatering:
q(A,op) =4+0.9- Hza}x{q(B, a)} =4+0.9-q(B,hgjre)} =4+0.9-0=4
Inden vi observerer transitionen anden gang, vil ¢(B,hgjre) blive opdateret:
¢(B,hgjre) =4+0.9- HZ‘}X{(](C, )} =4+0.9-¢(C,hgjre)} =4+0.9-0=4
Nér transitionen A-5B observeres anden gang fas folgende opdatering;:
q(A,op) =4+0.9- sz}x{q(B, a)} =4+40.9-q(B,hgjre)} =4+0.9 -4 =1.6.
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10 af 10



	Opgave A: Plankegulv
	Opgave B: Salgstal
	Opgave C: Fairness i ansættelser
	Opgave D: Neuralt netværk
	Opgave E: Reinforcement learning

