DANMARKS TEKNISKE UNIVERSITET

KURSUSNAVN INTRODUKTION TIL INTELLIGENTE SYSTEMER
KURSUSNUMMER 02461
HJELPEMIDLER ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT

VARIGHED 2 TIMER

VAGTNING ALLE DELOPGAVER VAEGTES ENS
INDHOLD
OPGAVE A: CLAIRVOYANCE . . . o v vt e e e e e e e e e e e e e e e e s s e s s e 2
OPGAVE B: AFSTAND MELLEM TO SET AF TAL . « v v v v v vt v e e e e e e e e e e e e e e e 4
OpPGAVE C: REGRESSION MED EN PERIODISK OG STIGENDE FUNKTION . . . . . .« v v v v v v v .. 5
OPGAVE D: PROGRAMMERINGS-PROVE . . . . ¢ v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 7
OPGAVE E: REINFORCEMENT LEARNING . . . . v v v v v e e e e e e e e e e e e e e 9

BESVARELSE AF OPGAVERNE

Alle spgrgsmal skal besvares med et entydigt resultat, som skal angives med understregning sidst i hver
besvarelse. Besvarelsen skal altid underbygges med relevante betragtninger og/eller beregninger. Det skal
klart fremga hvilke teorier og formler der tages udgangspunkt i, og alle relevante mellemregninger skal
medtages.
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(O-cIV-W.W Clairvoyance

En ven haevder at veere synsk. For at teste hans evner, foreslar du at lave et videnskabeligt forsgg hvor du
teenker pa en af jeres fem venner: Anna, Bettina, Christian, Dennis, eller Elinor. Din ven skal gasette hvem
du tenker pa, hvorefter du kan afslgre om det er korrekt, og forsgget gentages n gange.

Din ven pastar at han i hvert fald kan gaette 30% korrekt. Hvis man geetter tilfeeldigt vil man kun
gaette 20% korrekt i gennemsnit. Efter at have udfert forsgget vil I beregne et 95% konfidensinterval for
proportionen af korrekte geet, og hvis intervallet ikke indeholder 20% vil I konkludere at han er synsk.

Spgrgsmal A.1: Beregn et estimat af den ngdvendige stikprgve-storrelse n.

Svar A.1: Vi benytter formlen for beregning af stikprgve-stgrrelse

_ 1 qp2P(1—p)

Her anvender vi den synske vens pastaede proportion af korrekte geet, p = 0.3, og da vi vil sikre at sam-
plestgrrelsen er stor nok til at kunne udelukke 20% skal bredden af intervallet veere hgjst 10 procentpoint,
e = 0.1. Det giver os folgende stikprgve-stgrrelse

0.3(1 —0.3)
_ 2

~ 81
I ender med at benytte en stikprgvesterrelse pa n = 100, og din ven gaetter rigtigt i n, = 29 tilfeelde.

Spegrgsmal A.2: Beregn et 95% konfidensinterval for proportionen, og angiv svaret som 0.29 + e hvor e er
bredden af intervallet.

Svar A.2: Vi benytter formlen for et 95% konfidensinterval for en proportion og beregner

[p(1 - 29(1 — 0.2
e = 1.96, | 2L=P) _ g g6,/ 0221 =029) _ g0,
n 100

hvilket giver os intervallet 0.29 % 0.089.

Spgrgsmal A.3:  Hvis din ven havde geettet korrekt i feerre end n, = 29 tilfeelde, ville det beregnede
konfidensinterval da blive bredere, smallere, eller forblive usendret?

Svar A.3: Konfidensintervallet for en proportion er breddest for p = 0.5. Det kan vi huske fra formlen
for beregning af sample stgrrelse, hvor p = 0.5 kan benyttes som et worst-case estimat. Det kan ogsa ses
fra formlen for bredden af intervallet, eller ved at indsatte et taleksempel, fx. p = 0.28 hvilket giver en
interval-bredde pa

0.28(1 — 0.28)
100

hvilket er lidt mindre end de 0.089 vi havde fgr. Med andre ord, hvis proportionen falder til mindre end
0.29, vil konfidensintervallet blive smallere.

1.96 ~ 0.088,

Det beregnede interval indeholder ikke 20%, sa derfor erklserer din ven, at det nu er endegyldigt bevist,
at han er synsk. Men du mener dog at en sa ekstra-ordinser pastand kreever ekstra-ordinger bevisfgrelse.

Spgrgsmal A.4:  Angiv mindst to mader hvorpa forsggs-metoden kunne sndres, saledes at vi med stgrre
statistisk sikkerhed vil kunne fastsla om din ven er synsk.
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Svar A.4: Da vi har benyttet et 95% konfidensinterval, vil den sande proportion kun i 95% af de gange
vi benytter proceduren ligge inden for intervallet. Desuden er det beregnede interval ganske bredt, pa
grund af den forholdsvis lille sample st@rrelse. For at fa stgrre sikkerhed for konklusionen kan vi benytte et
hgjere konfidens-niveau og/eller en storre stikprgve-storrelse.

I A .

3af9



(OI-C VWM Afstand mellem to st af tal

Et talset er en liste af tal, hvor raekkefglgen ikke har nogen betydning. En méde at méle hvor “ens” to
talsset X og Y er, kan veere at beregne summen af den kvadratiske afstand fra hvert tal i seettet X til det
nzermeste tal i seettet Y. Matematisk kan det skrives som

A, Y) =D min ((Xi - ¥;)%).

hvilket kan implementeres i Python med fglgende funktion:
def set_distance(X, Y):
d=20
for x in X:
d += min([(x-y)**2 for y in Y])
return d

Spgrgsmal B.1: Hvis de to sat er givet ved
X =1{5,8,6,9,6}, Y ={3,5,5,4,7}

hvad er da afstanden d(X,Y)?

Svar B.1: Afstanden kan beregnes ved at finde det nesermeste tal i ssettet Y for hvert tal i X og summe de
kvadrerede forskelle:

AdX,Y)=05B-52+8-724+6-52+09-72+(6-52=7

Vi antager i det folgende at ssttene X og Y begge indeholder n tal, og at n kan antage en vilkarlig
veerdi.

Spgrgsmal B.2:  Hvis vi teeller anvendelsen af plus (+=), minus (-) eller oplgftet i anden potens (**2) som
én operation hver, hvad er da tidskompleksiteten, T'(n), af algoritmen i Python-koden?

Svar B.2:  For hvert tal i X udfgres 1 plus-operation nar tallene laegges sammen i variablen d, dvs. n
operationer. Derudover udfgres én minus-operation samt én potens-operation for hvert par af tal i X og Y,
dvs. 2n? operationer. Samlet far vi T'(n) = 2n? + n.

Spgrgsmal B.3: Hvad er kgretidskompleksiteten af Python-algoritmen i store-O notation?

Svar B.3: Da samtlige tal i de to szt af stgrrelse n skal sammenlignes parvis, er kompleksiteten O(n) = n?.

En kollega foreslar at omskrive Python-koden ved hjalp af en list-comprehension, og nar frem til folgende
funktion, som er mere kort og kompakt, men méaske ogsa lidt sveerere at laese og forsta:

def set_distance_new(X, Y):
return sum([min([(x-y)**2 for y in Y]) for x in XI)

Spgrgsmal B.4: Sammenlignet med funktionen set_distance, er kgretidskompleksiteten O(n) af den nye
funktion set_distance_new da stgrre, mindre, eller usendret?

Svar B.4: Hvorvidt funktionen implementeres med en for-lgkke eller en list-comprehension har ingen ind-
flydelse pa den asymptotiske kgretidskompleksitet, som er usendret.

3 |
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(OL-Z\W M@l Regression med en periodisk og stigende funktion

Vi gnsker at finde en model f(z) der kan forudsige veerdien af y for et givet punkt x. I plottet gverst til
venstre ses traenings-data som vi vil benytte til at fitte modellen. Plottet gverst til hgjre viser test data som
vi efterfglgende vil benytte til at estimere modellens generaliseringsfejl.
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Da data ser ud til at vaere vel beskrevet ved et bias, en lineser komponent, samt en cosinus-komponent med
perioden 27, vil vi fitte fglgende funktion, som vi kalder Model 1:

f(z) = wo + wy - & + wy - cos(2mx)

Spgrgsmal C.1: Hvilken konkret metode kan passende benyttes til effektivt at estimere parametrene wy, wy

og wy?

Svar C.1: Da Model 1 er linesr i parametrene, kan vi passende benytte en ordingr lineser regression. Vi
kan anvende den kvadratiske fejl som cost-funktion og finde parametrene ved den gsengse metode med at
sxtte den afledede af cost-funktionen lig nul og lgse de tre ligninger med tre ubekendte der kan opstilles.

Et fit af Model 1 er vist i plottet nederst til venstre, og det oplyses at amplituden af cosinus-komponenten
er fundet til wy = 3.
Spgrgsmal C.2: Giv ud fra figuren et estimat af parametren wy.

Svar C.2: I punktet x = 0 aflaeser vi f(0) = 4. Vi har dermed
f(0) =wp +wy -0+ wa - cos(270) = wog + we =4 = wy =4 —3 = 1.
Som et alternativ har vi ogsé fittet et neuralt netvaerk bestdende af ét skjult lag med 50 neuroner og en

hyperbolsk tangens aktiveringsfunktion, defineret med falgende Pytorch kode:

model2 = torch.nn.Sequential(
torch.nn.Linear (1, 50),
torch.nn.Tanh(),
torch.nn.Linear (50, 1))
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Denne model, som vi kalder Model 2, er fittet til data og vist i plottet nederst til hgjre. Model 2 er vaesentligt
mere fleksibel end Model 1, da den har mange flere parametre.

Spgrgsmal C.3: Hvor mange parametre har Model 27

Svar C.3: Det er oplyst at Model 2 er et neuralt netvaerk med ét skjult lag med 50 neuroner. Da input er
en skalar, har hver neuron 2 parametre (1 veegt og 1 bias). I output-laget kombineres de 50 neuroner i en
output-neuron med 50 input. Den har dermed 51 parametre (50 veegte og 1 bias) kombineres. Det samlede
antal parametre er dermed

(1+1)-50+(50+1) =151

Spgrgsmal C.4: Hvilken model har den laveste generaliseringsfejl (dvs. fejl pa test-data)?

Svar C.4: Modellerne ser begge ud til at fitte treenings-data ganske fint, men de er meget forskellige i
intervallet omkring x = 3, hvor der ikke er traenings-data til radighed. I dette interval ses det at Model 1
stemmer godt overens med test-data hvorimod Model 2 ikke er sa god. Det kan derfor konkluderes at
Model 1 har den laveste generaliseringsfejl.

I C .
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(O1:-cI\V-WBM Programmerings-prgve

Vi forestiller os en undersggelse foretaget blandt studerende pa et stort universitet: I alt 100 tilfeeldigt
udvalgte studerende medbringer deres egen computer og tager en svaer prgve i programmering. Det noteres
hvilken computer-type de har medbragt og om de bestar prgven. Resultatet er fglgende:

Ikke bestaet Bestaet ‘ Total

Mac 40 10 50
Windows 24 24 48
Linux 0 2 2

Total 64 36 | 100

Resultatet viser at % = 20% af Mac-brugerne, % = 50% af Windows-brugerne og % = 100% af Linux-
brugerne bestod prgven.

Spgrgsmal D.1: Selv om undersggelsen viser, at 100% af Linux-brugerne bestod, kan vi ikke konkludere at
alle ville besté, hvis universitetet palagde alle at benytte Linux. Giv to argumenter for hvorfor vi ikke kan
konkludere dette.

Svar D.1:  Med kun to Linux-brugere i undersggelsen har vi en for lille sample stgrrelse til at vi kan sige
noget klart om bestaelses-procenten blandt alle Linux-brugere i populationen.
Derudover er der ikke pavist en kausal sammenheeng mellem brug af Linux og bestielse af prgven.

Spargsmal D.2:  Er der statistisk belaeg for at konkludere, at mindre end 50% af Mac-brugere blandt hele
universitetes population vil kunne besta prgven?

Svar D.2: Vi kan beregne 95% konfidens-intervallet for proportionen som

PMac = 0.2+ 1.961/ 22002 ~ 0.2+ 0.11

Da konfidensintervallet ikke indeholder 50% er det klart, at der er statistisk beleeg for konklusionen.

Universitetes administration laver en ny undersggelse hvor 1000 studerende bliver bedt om at tage prgven
pé en computer som stilles til radighed af universitetet. Halvdelen af de studerende udveelges tilfeeldigt til
at tage proven med en Mac, og den anden halvdel med en Windows computer. Resultatet af den nye
undersggelse er fglgende:

Ikke bestaet Bestaet ‘ Total

Mac 324 176 | 500
Windows 329 171 | 500
Total 650 350 | 1000

Spgrgsmal D.3: Hvad kan du, ud fra de to undersggelser, konkludere om den kausale sammenhaeng mellem
computer type og bestaelse af prgven?

Svar D.3: I undersggelsen hvor computer-typen tildeles tilfaeldigt er bestaelsesprocenten i de to grupper
naesten ens. Der kan ikke pavises nogen statistisk signifikant forskel, og sample stgrrelsen n = 1000 er
forholdsvis stor. Det konkluderes, at der er ingen signifikant kausal sammenhaeng mellem computer type og
bestaelse af prgven.
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Spgrgsmal D.4: Giv et eksempel pa en mulig confounder, som kan forklare forskellen mellem de to under-
sggelser.

Svar D.4: En confounder vil veere en ikke-observeret variabel, som bade er medvirkende arsag til de stud-
erendes valg af computer-type og deres chance for at bestd. Det kunne fx. vaere at studerende som pa
forhand har stgrre erfaring med programmering er mere tilbgjelige til at kgbe en Windows computer. En
mulig confounder kunne saledes vaere forudgaende programmeringserfaring.

I D .
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(O1:-CI-W=l Reinforcement learning

Vi betragter folgende miljg som indeholder fem tilstande (states), A-E. I hver tilstand er der to mulige
actions: at g op eller til hgjre. Pilene angiver de mulige transitioner mellem tilstandene, og tallene pa
pilene angiver de tilhgrende belgnninger (rewards). At gé op forer altid til tilsgand A.

ey

At ga op fra tilstand A—D giver en belgnning pa 1, og at ga op fra tilstand E giver en belgnning pa 4. Alle
andre belgnninger er nul.

Spgrgsméal E.1: Hvad er den optimale action, nar man star i tilstand E?

Svar E.1:  Hvis man gar til hgjre i tilstand E far man en reward pa nul og ender tilbage i tilstand E.
Dermed vil den kumulative discountede reward veaere nul, uanset hvilken discount faktor der benyttes. Hvis
man derimod gér op far man en reward pa 4, og ender i tilstand A, hvorfra man kan opné yderligere positiv
reward. Da der ikke er nogen negativ reward i miljget, er det klart at der er stgrre kumulativ discounted
reward forbundet med at g& op. Dermed ma den optimale action fra tilstand E veere op.

I de fglgende tre delopgaver anvender vi en discount factor pa v = 0.9. Det oplyses at veerdien af
tilstandene A og E er henholdsvis v(A) = 10 og v(E) = 13. Det oplyses endvidere at den optimale action,
nar man star i tilstand B, er at ga op.

Spgrgsmal E.2: Hvad er vaerdien af tilstand B, v(B)?

Svar E.2: Da vi kender den optimale action, kan veerdien af tilstanden kan beregnes som den kumulative
discountede reward:
v(B) =r(B,op)+v-v(A)=1+0.9-10=1+9 = 10.

Spgrgsmal E.3: Hvad er veerdien af tilstand D, v(D)?
Svar E.3: Verdien kan beregnes ud fra formlen
v(s) = max(r(s, a) + yv(s))

Vi indseaetter for de to mulige actions, op og hgjre, hvilket giver os

v(D) = max (r(D, op)+v-v(A), r(D,hgjre)+ - ’U(E))

= max (1 +0.9-10, 040.9- 13) = max(10, 11.7) = 11.7

Spgrgsmal E.4: Beskriv den optimale policy, hvis man i stedet anvender en discount faktor pa v = 0.

Svar E.4: Ved v = 0 vil den kumulative discountede reward kun vaegte den reward man far i det neeste
skridt, og slet ikke veegte fremtidig reward. Dermed bliver den optimale policy at tage den action der giver
hgjest umiddelbar reward. Af figuren kan det ses at denne optimale policy er at altid ga op.

- J3 |
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