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BESVARELSE AF OPGAVERNE

Alle spgrgsmal skal besvares med et entydigt resultat, som skal angives med understregning sidst i hver
besvarelse. Besvarelsen skal altid underbygges med relevante betragtninger og/eller beregninger. Det skal
klart fremga hvilke teorier og formler der tages udgangspunkt i, og alle relevante mellemregninger skal
medtages.
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(OLI-ZWWAN Nedbgr

Vi maéler hver dag nedbgrsmaengden i en have. Ilgbet af de seneste 365 dage har det regnet 180 dage og vaeret

tgrt de resterende 185 dage. Andelen af dage det har regnet er dermed p = % ~ 49%. Den gennemsnitlige

nedbgrsmeengde pr. dag er malt til m, = 1.9 [mm], og variansen er beregnet til s2 = 9.5 [mm?].

Spgrgsmal A.1: Beregn et 95% konfidensinterval for andelen af regnvejrsdage pa et ar og angiv greenserne
for intervallet.

Svar A.1: Et 95% konfidensinterval for proportionen af regnvejrsdage kan beregnes som

Ip(1 — 0.49(1 — 0.49
p+£1.96- M71M:JM9iL%- g%)zow%io%

Graenserne for intervallet er saledes [44%, 54%).

Spgrgsmal A.2: Hvis vi i stedet havde talt antallet af regnvejrsdage i en 10-arig periode, hvordan ville
bredden af konfidensintervallet da omtrentligt veere i forhold til bredden af intervallet beregnet ovenfor?

Svar A.2: Med en stgrre stikprgvestgrrelse vil konfidensintervallet blive smallere. Da kvadratroden af
stikprgvestgrrelsen indgar i naevneren, vil intervallet omtrentligt veere —— ~ 0.32 gange sa bredt.

V10

Ifslge Danmarks Meteorologiske Institut er den genemsnitlige nedbgrsmaengde pr. dag i Danmark preecis
2.1 [mm].
Spgrgsmal A.3: Kan du pa baggrund af malingerne fra haven konkludere at der falder mindre regn i haven
end der i gennemsnit ggr i Danmark?

Svar A.3: Et 95% konfidensinterval for nedbgrsmeengden i haven kan beregnes som

S .

mmiL%-j%:lﬂilgﬂ
Intervallets graenser er saledes [1.6, 2.2], og den gennemsnitlige nedbgrsmaengde i Danmark ligger inden for
dette interval. Vi kan ikke konkludere at nedbgrsmaengden i haven er lavere en gennemsnittet i Danmark.

=19+0.32

Vi vil nu bestemme den gennemsnitlige nedbgrsmaengde pr. dag i en anden have et andet sted i landet,
og vi gnsker et 95% konfidensinterval med en fejlmargin pa £0.5 [mm]|. Vi vil derfor méle nedbgrsmeengden
pa n tilfeldigt udvalgte dage.

Spgrgsmal A.4: Hvilken stikprgvestorrelse n vil du anbefale?

Svar A.4: Ved at lgse for n i udtrykket for konfidensintervallet fas

‘Cm
N8 N

n=1.96%-

e

Da vi ikke kender variansen af nedbgrsmeengden i den nye have, kan vi veelge at indsaette vores bedste gaet
i form af variansen fra den gamle have. Vi far dermed en stikprgvestgrrelse pa

9.5

=1.96% - —
" 0.52

~= 146 [dage].

I A .
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(O1-c VWM Personlige vaerdier

Figurerne nedenfor viser to kvantitative mélinger af de personlige veerdier forandringsvillighed (F) og selv-
forbedring (S) som males pa en skala fra 0 til 10. Plottene viser malinger for 80 personer (taget fra en
kunstig data-population). Pa plottet til hgjre er data yderligere inddelt i fire aldersgrupper.
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Hvis vi kun ser pa aldersgruppen 60+, sa kan en linezer regressionsmodel bestemmes til

S=46+06-F

Spgrgsmal B.1: Hvad vil veerdien af selvforbedring (S) veere ifglge ovenstaende model for en 60+ arig med
en forandringsvillighed pa F' = 67

Svar B.1: Selvforbedringen kan beregnes som

S=46+4+06-F=46+0.6-6=38.2

Vi gnsker nu at forudsige selvforbedring ud fra forandringsvillighed i en samlet model for alle alders-
grupper ved hjelp af en lineser regression

S=wy+w - F

Spgrgsmal B.2: Giv ud fra figuren til venstre et groft estimat af modellens parametre, wg og w.

Svar B.2: En lineger regressionslinje vil omtrentligt g gennem punkterne (Fy = 0,5y = 6) og (F; = 10,51 =
3). Ud fra disse punkter kan parametrene bestemmes til

S-S _3-6_ .,

wg ~ Fy = 6, wlNFl—Fo_lo—O_ .

(Svar i intervallet 4.5 < wy < 8 og —0.6 < w; < —0.2 anses for korrekt).

Vi vil nu betragte en lineser regressionsmodel som benytter bade forandingsvillighed (F) og aldersgrupe
til at forudsige selvforbedring (S). I den forbindelse indfgrer vi fire binsere variable Ag_19, A20-39, A40-59,
og Agor. Hver af disse variable er lig 1 for den aldersgruppe en person tilhgrer og ellers 0. For eksempel vil
en person pa 17 ar have veerdierne Apg_19 = 1 og Agp_39 = Ag0-59 = Ago+ = 0. Vi opstiller nu en lineser
regressionsligning

S=a-F+by-Ayg_19+ba- A-_39 + b3 - Ago-59 + bs - Ago+

Spgrgsmal B.3: Giv udfra figuren til hgjre et groft estimat af modellens haeldningskoefficient a.
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Svar B.3: Denne model har en haldningskoefficient der er ens for alle fire aldersgrupper, mens hver alders-
gruppe har sit eget skaeringspunkt. Derfor vil haeldningskoefficienten omtrent vaere lig med den der er angivet
i forste delopgave for aldersgruppen 60+, nemlig a = 0.6.

Vi kan ogsa finde et estimat med udgangspunkt i en af aldersgrupperne, fx. 20-39. Her vurderes det
visuelt at en regressionslinje omtrentligt vil ga gennem punkterne (Fy = 4,5y = 3) og (F1 = 8,51 =5). Ud
fra disse punkter kan parametrene bestemmes til

a=—-——=~0.5

at
w

oo
W

(Svar i intervallet 0.2 < @ < 1 anses for korrekt).

Figuren til venstre viser at personer med relativt hgj forandringsvillighed typisk har relativt lav selv-
forbedring.

Spgrgsmal B.4: Hvad kan vi ud fra data sige om henholdvis korrelationen og den kausale sammenheaeng
mellem forandringsvillighed og selvforbedring?

Svar B.4: For den samlede population er der en negativ korrelation mellem F og S. Data siger i dette
tilfeelde kun noget om den statistiske ssmmenhaeng, og vi kan ikke sige noget om den kausale sammenhaeng.
Vi bemeerker ogsa at der i hver af de viste aldersgrupper er der en positiv korrelation mellem F og S, hvilket
underbygger at vi ikke kan sige noget om den kausale sammenhaeng.

I .
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(O1-CIV-MOM Unikke vardier

Den felgende funktion tager som input en liste, values, og returnerer en liste med de unikke veerdier i
input-listen.

def find_unique(values):
unique_values = []
for x in values:
if not x in unique_values:
unique_values.append (x)
return unique_values

Hver sammenligning og hver tilfgjelse til en liste teeller som 1 operation, og leengden af listen values er n.
Det vil sige at tidskompleksiteten af operationen x not in unique_values er k, hvor k er leengden af listen
unique_values, og tidskompleksiteten af operationen unique_values.append(x) er 1.

Spgrgsmal C.1: Hvad skal gelde for listen values for at opna et best-case tilfselde, og hvad er best-case
tidskompleksiteten T'(n) af funktionen maélt i antal operationer?

Svar C.1: Best-case tilfzeldet opnas nar alle veerdier pa listen er identiske, da listen unique_values saledes
kun far leengde k = 1.

Forste veerdi « sammenlignes med en tom liste (0 operationer) og tilfgjes til listen af unikke veerdier (1
operation). De resterende n — 1 veerdier sammenlignes med en liste med leengde & = 1 (1 operation) og
skal ikke tilfgjes da de er identiske (0 operationer). Samlet set bliver best-case tidskompleksiteten saledes
T(n) =n.

Spgrgsmal C.2: Hvad skal geelde for listen values for at opna et worst-case tilfaelde, og hvad er worst-case
tidskompleksiteten T'(n) af funktionen maélt i antal operationer?

Svar C.2:  Worst-case tilfzeldet opnéds nar alle veerdier pa listen er forskellige, da listen unique_values
saledes bliver maksimal.

Forste veerdi « sammenlignes med en tom liste (0 operationer) og tilfgjes til listen af unikke veerdier (1
operation). Naeste veerdi sammenlignes med en liste med laengde k£ = 1 (1 operation) og tilfpjes til listen af

unikke veerdier (1 operation). Samlet set skal der saledes udfgres 1 +2+4+3+---+n = % operationer,
og worst-case tidskompleksiteten bliver séledes T'(n) = M

Spargsmal C.3: Hvad er worst-case kompleksiteten i store-O notation?

Svar C.3: Da stgrste led i worst-case tidskompleksiteten er proportionalt med n? er kompleksiteten O(n?).

Den fglgende funktion udfgrer samme opgave som find_unique men benytter en anden datastruktur til
at gemme de unikke veerdier.

def fast_find_unique(values):
unique_set = set()
for x in values:
if not x in unique_set:
unique_set.add(x)
return unique_set

Denne datastruktur, kaldet set, har den egenskab at kompleksiteten af bdde operationen x not in
unique_set og operationen unique_set.add(x) er O(1).

Spgrgsmal C.4: Hvad er worst-case kompleksiteten af funktionen fast_find_unique i store-O notation?
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Svar C.4: Det antal operationer der skal udfgres for hver veerdi i listen values er nu af kompleksitet O(1)
for hvert af de n elementer, og den samlede kompleksitet bliver séledes O(n).

I C .
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(O1-cIV-WDM Frit fald

Ifplge Newton’s love er den tid ¢ det tager et objekt at falde fra en hgjde h [m] givet ved formlen

fo (2P
g

hvor g er gravitationskonstanten. I et forsgg har vi malt den tid det tager et objekt at falde fra N =
11 forskellige hgjder, h € {0,1,...,10} [m] (se figuren til venstre nedenfor). Vi gnsker nu at bestemme
sammenhaengen mellem hgjde og falde-tid (dvs. bestemme gravitationskonstanten g) ud fra en lineser
regression.

Spgrgsmal D.1: Vis hvorledes formlen for falde-tiden kan omkskrives til standard-formen for en lineser
regression, t = wy + w; - x, og angiv udtrykkene for wp, w; (udtrykt ud fra g) og = (udtrykt ud fra h).

Svar D.1: Vi kan for eksempel omskrive formlen som

t:\/g'\/ﬁzwo—i-wl-l‘

2
ZUO:O, wlz\/i LL‘:\/E
9

ZEkvivalent kan vi gange = med en konstant ¢ og dividere w; med samme konstant.

og herfra kan vi se at

I det folgende benytter vi wg = 0 og ser pa regressions-ligningen t = w; - = hvor = v/h. Vi gnsker at
benytte absolut-vaerdien af forskellen mellem den malte og estimerede faldetid som loss-funktion—det vil
sige at vi gnsker at minimere fglgende cost

1
C(wr) = N > [t —wy - w]
i=1
Et plot af cost-funktionen, som har sit minimum i w] = 0.44 ses i figuren nedenfor til hgjre.
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Spgrgsmal D.2: Hvad er ifslge den optimale model den estimerede veerdi af gravitationskonstanten g7

Svar D.2: Vi har fundet udtrykket w; = \/g , hvori vi kan isolere g og indsaette den optimale parameter-vaerdi

wi = 0.44:
2 2
= = ~ 10.3
9= wp? ~ 044

Spgrgsmal D.3: Giv ud fra figuren et groft estimat af veerdien af gradienten af cost-funktionen for parame-
terveerdien wy = 0.75.
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Svar D.3: Vi kan aflaese gradienten i figuren til hgjre som cost-funktionens haeldning i punktet w; = 0.75.
Néar vi bevaeger os omkring 0.5 enhed til hgjre pa wi-aksen svarer det til at vi gar ca. 1 enhed op pa C-aksen,
og gradienten kan saledes estimeres til ca. VC ~ 2.

Det oplyses endvidere at summen af de observerede z-veerdier er beregnet til Zﬁ\;l x; = 2247

Spgrgsmal D.4: Beregn gradienten af cost-funktionen med hensyn til modellens parameter i punktet wy = 0
(som en tal-veerdi). Hint: % = é

Svar D.4: Gradienten er givet ved

oc 9 1 AR
vC =—=—— ti—wy Tl =— ) —————;
(wl) 6w1 (‘)wl N 1:21| ! w1 xl| N ’L:ZI |ti — w1 Ty i
Vi indsaetter nu wy = 0 og far
1 &L
vVC0)=—=> ——u;

og da alle veerdier t; er positive kan vi skrive

1 X 1
= =N —x; = — - (—2247) ~ —2.04
vC(0) N; 7= 17 7) 0

I D
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(O -cI\V-W=l Gitterverden

Figuren nedenfor viser en gitterverden med 9 tilstande (A-I). Pilene i figuren viser de mulige transitioner
mellem tilstandene, og et tal pa pilen viser den tilhgrende belgnning (reward). Transitioner der er angivet
med en pil uden et tal har en belgnning pa nul. Tabellen nedenfor viser kvaliteten (quality) for hver af de
mulige transitioner fundet via tabuleer g-leering med en discount-faktor pa v = 0.9.

Nord Syd st Vest

A — 666 823 —
B — 7?7 8.03 740
c — 781 — 723
D 740 6.00 650 —
E 723 630 6.81 6.66
F 703 757 — 6.50
G 666 — 630 —
H 650 — 6.57 7.00
I 681 — — 7.30

Spgrgsmal E.1: Hvad er den optimale handling (action) hvis vi star i tilstand E?

Svar E.1: Den optimale handling kan aflaeses som den handling med hgjest veerdi i g-tabellen. For tilstand
E er hgjeste vaerdi 7.23 for handlingen Nord.

I g-tabellen mangler veerdien for ¢(B, Syd).
Spgrgsmal E.2: Beregn ¢(B, Syd).
Svar E.2: At gd mod syd fra tilstand B leder til tilstand E. Vi kan derfor beregne

q(B, Syd) = R(B, Syd) + v - max (¢(E,a)) = 0+ 0.9 - max({7.23,6.30,6.81,6.66}) = 0.9 - 7.23 ~ 6.51

Spgrgsmal E.3: Hvis vi kerte g-leerings-algoritmen med en sendret discount-faktor pa v = 0.99, hvad ville
der sa ske med med tallene i g-tabellen? Vil de blive stgrre, mindre, eller forblive usendret?

Svar E.3: Tallene i g-tabellen betegner den discountede kumulative belgnning. Hvis v forgges til 0.99 vil
fremtidig belgnning vaegte hgjere og den kumulative belgnning vil blive stgrre.

Spgrgsmal E.4: Hvis vi i stedet for g-leering havde benyttet value iteration til at lgse problemet, hvad ville
veerdien af tilstand A, v(A) veere?

Svar E.4: Tallene i g-tabellen er, ligesom tilstands-veerdierne i value iteration, et udtryk for den discountede
kumulative reward. Derfor kan veerdien af tilstand A aflaeses som den hgjeste g-veerdi for tilstand A

v(A) = max({6.66,8.32}) = 8.23

At dette er tilfeeldet kan ses ud fra definitionen af quality:
q(s,a) =r(s,a) + v maxq(s', a).
a/

Hvis vi maksimerer over a pa begge sider af lighedstegnet fas

max ¢(s,a) = maxr(s,a) + - maxq(s’,a’)
a a a’
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og betegner vi max, ¢(s,a) som v(a) har vi
o(s) = maxr(s,a) + 7 - (s

som er den rekursive definition af value.

I3 |
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